ECE1 Correction Devoir maison n°7 2020-2021

Correction Devoir maison n°7

Exercice 1

Exercice 14A (cours)
Résoudre les systemes suivants

1. On résout le systeme

2 + 4y = 1 2 + 4y = 1
{ T+ 3y = 3 ‘:’{ 2 = 5 2hp—Li— Ly

2 = 1-10

— B 0

vo- 2

95
Le systéme a une unique solution : & = {(—2, 2) }

2. On résout le systeme

2 + y:O<:) 2 + 3y = 0
6r + 3y = 0 0

— o= Ty
0 = 0

L’ensemble des solutions est : § = {(—gy, y> , Y€ R}.

s}

3L1 — L2 — L2

N o

Exercice 14B (Application)
Résoudre les systemes suivants :

1. On résout le systeme :

20 + y — 2z = 1 20 + y — 2z =
2 + 3y — z = 2 <— 20 + z = 1 Lo — L1 — Ly
2 — y + 2z = 0 - 2y + 4z = -1 Ly — Ly — Ls
2¢ + y — 2z = 1
= 2y + 2z =1
5z = 0 Lo+ Ly — Ls
1
= 2 = 1
z = 0
1
r = -
> _ %
2
z = 0

11
Le systeme admet donc une unique solution : S = {(4, 3 O) }

Systemes linéaires et continuité. M Leboucher
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2. On résout le systeme :

20 + 3y — 2z = 0 2 + 3y — 2z = 0
r + 2y — 3z = 0 <= y — 4z 0 2Ly — L1 — Lo
3r + 4y — 2z = 0 — y + 4z = 0 2L3 — 3Ly — L3
2¢ + 3y — 2z = 0
<~ y — 4z = 0
0 = 0 L2+L3—>L3
2¢ = —10z
— y = 4z
0 = 0
r = —bz
y = 4z
-5z
L’ensemble des solutions est alors & = 4z |,z € R
z

Exercice 15A (cours)

1. On utilise la méthode du pivot de Gauss

)
i 5)

o)
(

1
1

0
—2> Ly —2Ly — Lo

La matrice A est inversible car les pivots sont non nuls.

(53
o)

1
5

On obtient alors

b

6
—2

%)

) 501 — 3Ly — Ly

1
1

(1/5)Ly — Lo

(

1(1 3
1 -
A 5 (1 —2)'
2. On applique le pivot de Gauss :

4 -2 1 100

2 1 1 010

10 =7 2 0 01
4 -2 1 1 00
0 4 1 -1 2 0 2L2 — Ll — L2
4 -2 1 1 00

0 4 1 -1 2 0

0 0 0 -6 2 2 L3 + L2 — L3

La méthode de Gauss a fait apparaitre 3 pivot dont un est nul.

Systemes linéaires et continuité.

M Leboucher
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’La matrice B n’est pas inversible.

Exercice 15B (Application)

2 -3 2
On calcule I'inverse de la matrice C = | 1 2 —1 | al’aide du pivot de Gauss :
1 -1 1
2 =3 2 100
1 2 -1 010
1 -1 1 0 01
2 -3 2 1 00
0 7 -4 -1 2 0 2L2 — Ll — LQ
0 1 0 -1 0 2 2L3 — [ — Ls
2 -3 2 1 00
0 7 -4 -1 2 0
01 0 -1 0 2
0 0 —4 6 2 —14 Ly — 7Ly — Lo
01 0 -1 0 2
0 0 —4 6 2 —14
1 00 1 1 -1 %Ll — Ly
010 -2 0 4
0 01 -3 -1 7 %4L3 — L3
Les pivots étant tous non nuls,
1 1 -1
la matrice C est inversibleet C~'=~-| -2 0 4
-3 -1 7

Exercice 2 (Inverse de

1.

O = =
[\ R En RN )

O O =
N DO DO

OO =
(el (VRN \V]

Systemes linéaires et continuité.

o O O

o O O

o O O

matrice et résolution de systéme)

1 00
1 0
0 01
1 0 0
1 -1 0
0 0 1 Ll — L2 — L2
1 0 0
1 -1 0
—1 1 1 Ly — Ly — Lg

M Leboucher
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La méthode de Gauss a fait apparaitre 3 pivot dont un est nul.

La matrice C' n’est pas inversible.

3 2 -1
2. (a) On calcule I'inverse de la matrice M = | 1 —1 1 | al’aide du pivot de Gauss :
2 —4 5
3 2 -1 1 00
1 -1 1 010
2 —4 5 00 1
1 -1 1 010
2 —4 5 00 1
1 -1 1 0 1 0
0 5 —4 1 -3 0 L2 — 3L1 — L2
0 -2 3 0 -2 1 Ly — 2L — Ls
5 0 1 1 2 0 5Ly + Ly — Iy
05 —4 1 =3 0
00 7 2 —16 5 5Ls+ 2Ly — L
35 0 0 5 30 -5 7Ly — L3 — Ly
0 35 0 15 =85 20 TLy+4Ls — Lo
0O 0 7 2 —-16 5
1 00 1 6 -1 31—5[4 — Ly
010 -3 =17 4 %LQ — Lo
001 2 —-16 5 L3 — L3
Les pivots étant tous non nuls,
1 1 6 -1
la matrice M est inversible et M~! = - 3 =17 4
2 =16 5
3r+2y—2 =5
(b) On remarque que le systéme linéaire : { o —y + 2 =1 est équivalent a
20 —4y + 52 = -3
5 5
MX=| 1 |[<<X=M"| 1
-3 -3
Apres calcul, le systeme a une unique solution
2
X=1 -2
-3

—2r—-2y+z=>\
3. On considere le systeme (E)) :
r—2y—2z=>\z

Systemes linéaires et continuité.

—2x+y—2z=M\y ouleR

M Leboucher
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(a) Pour quelles valeurs de A, le systéeme (FE)) est-il de Cramer ?

On a

(EA) <

-2+ Nz —-2y+2z =0
—2r+(1-Ny—2z =0
r—2y—(24+ M)z =0
r—2y—(2+ Nz =0
—2x+(1—-ANy—2z =0
—24+ Nz —-2y+2z =0
r—2y—(24+ M)z

0—B+Ny+—-2A+3)z

0-2B+Ny+(1—2+X1)?)z

r—2y—(24+ )Nz
0—B+Ny+—-2A+3)z

0—-2B4+Ny+(1—=2+N)1+(2+ X))z

r—2y—(2+ Nz
—B+Ny+-2A+3)z

2B+ Ny+ (-1 =XN)B+N)z

r—2y—(24+ M)z =0
—B4+Ny+-2\1+3)z =0
F(=1=A+DB+Nz =0
r—2y—(2+ Nz =0
—B4+Ny+-2A+3)z =0
(3=N(B+ Nz =0

L3+ Iy

=0 L2+2L1—>L2
=0
=0
=0

=0

=0

=0

L3—2L2—>L3

Ainsi le systéme est de Cramer si et seulement si 3+ A =0<= A= -3 etsi (3—A)(3+ ) =
O<= A=3o0ul=-3.

’Ainsi le systéme est de Cramer si et seulement si A =3 ou A = —3. ‘

(b) Résoudre le systeme selon les valeurs de .

e Si )¢ {—3,3}, lesysteme (F)) est un systéeme de Cramer, il admet donc une unique solution.
Or (0,0,0) est clairement solution de ce systeme. Donc

Le systéeme admet une unique solution (0,0, 0)

e Si A\ = 3, alors d’apres les calculs de la question précédente, il faut résoudre le systeme

r—2y—>5z =0
(B3) <= < —6y—122 =0
0 =0
r =2y+52z T z
=y = -2z =y = -2z
0 =0 0 =0
L’ensemble des solution de (Ej3) est {(z,y,2) = a(l,—2,1), a € R} |

Systemes linéaires et continuité.

M Leboucher
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e Si A = —3, alors d’apres les calculs de la question précédente, il faut résoudre le systeme
r—2y+z =0
(E_3) <=0 =0
0 =0
r =2y—=z
<~ 40 =0
0 =0

L’ensemble des solution de (F_3) est {(z,y,2) = a(2,1,0) + 3(-1,0,1), (a, 8) € R?}|.

Exercice 3 - Inspiré EDHEC 1995

1. A Tinstant 0, le mobile est en O donc

P(E070) =1et P(E(]’,l) = P(EO,l) =0.

Puisqu’a I'instant 0 le mobile est en O, il sera en A avec probabilité p et en B avec probabilité ¢,
c’est a dire

P(El’o) = O, P(El’l) =D et P(El’_l) =q

2. (a) Le mobile ne reste pas sur place entre deux instants successifs donc pour tout i € {—1,0, 1},

Pg, (Eny1:) = 0.

Si le mobile est en O a l'instant n, il sera a I'instant n + 1 en A avec probabilité p et en B avec
probabilité g donc

Pg,  (Eny11) =pet P, o(Eny1-1) = q.
Si le mobile est en A ou en B alors a l'instant n + 1 il retourne en O donc
Pg,(Eni10) = Pr, _,(Enp10) =1et Pg, (Eni1 1) = Pe, _, (Eny11) = 0.

(b) Soit n € N, alors {E, 1, Eno, Fn1} est un systéme complet d’événements finis. On a donc
d’apres la formule des probabilités totales, pour tout i € {—1,0,1},

P(Eni1) = P, (Bny1i) P(En 1) + P, o(Eng1i) P(Enp) + Pe,, (Bn1i) P(Enp).

En utilisant les résultats de la question (2)(a) on obtient
P(Eny1,-1) = qP(Eno), P(Enyi0) = P(En 1) + P(En1) et P(Eni11) = pP(Eno).
3. (a) Le résultat de la question (2)(b) peut s’écrire

P(En+17,1) 0 q O P(Em,l)
P(Ent10) | =1 0 1 P(E.0)
P(En—l—l,l) 0 P 0 P<En,1)
Autrement dit,
0 g O
Upr1 =MU, avec M = |1 0 1
0 p O

Systemes linéaires et continuité. M Leboucher
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(b) Montrons par récurrence sur n que, pour tout n € N, U,, = M"Uj.
Pour n = 0 on a bien M°U, = I;U, = U,.
Soit n € N, supposons que U,, = M"U,. Alors on a U, = MU, = MM"Uy = M"U,. Donc
I’égalité reste vraie au rang n + 1.

On a donc, pour tout n € N, U,, = M"Uj.

(¢) Le script Scilab est

n = input("Entrez n: ")
p = input("Entrez p: ")
q = input("Entrez q: ")
M=1[0,q,0;1,0,1; 0, p, 0]
U0 = [0; 1; O]
U = M™n*xU0
disp(U)
4. (a) Pour montrer que @ est inversible il suffit de résoudre le systeéme linéaire suivant
qry + T2+ qr3 =Y xy taqrs =y +ys Ly« Li+ Ls
—I TI3 =Y = {11 t+I3 =Y
pr1— T2+ pr3 = y3 pr1— T2 +pr3 = Y3
Zy tqrs =y1tys
— 203 =1 +ytys Lo Lo+ Iy
— T2 =—py1 +qys L3 < L3 —ply

Ty = %(yl — Y2+ Ys3)
= (T2 =Py —qYs3
T3 = %(yl + 2 +y3)

1 -1 1
1
Donc @ est inversibleet Q™' == |2p 0 —2gq
2\1 1 1

& Remarque : Vous pouvez également utiliser la méthode du cours pour trouver Q~*

(b) Calculons QDQ™.

(a1 gy (-1 00\ (1 ~1 1
QDQt'==-1-1 0 1 0 002 0 =2
2 p =1 p/\0 0o 1/\1 1 1
1( ¢ 1 ¢\ /-1 1 -1 0 g O
— (=1 0 1|lo 0o o|=|101|=M
2\, -1 p/\1 1 1 0 p 0

On a donc bien QDQ~! = M.

(c) Montrons par récurrence sur n que, pour tout n € N, M" = QD"Q~'.
Pour n = 0 on a bien QD°Q~! = QLQ ' = QQ ! = I3 = M°.
Soit n € N, supposons que M"™ = QD"Q~*, alors

Mn—H - M"M = QDnQ—lQDQ—I — QDnDQ—l — QDTL—HQ—I

L’égalité reste donc vraie au rang n + 1 et donc on a obtenu que

Systemes linéaires et continuité. M Leboucher
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pour tout n € N, M" = QD"Q~".

5. (a) Tout d’abord, on sait d’apres le cours que, pour tout n € N,

Soit n € N, calculons U,,.

Un:M”Uo:QD"Q—onz5 -1 0 1 0 0 0|2 0 —2¢]||1
p —1p 0 0 1 1 1 1 0
L0 0 g\ [~ [~ g
=3 (=" 0 1]| o0 =3 (-1 +1
(=" 0 p/ \1 (=)™ 'p+p

On a donc, pour tout n € N,

P(En 1) = 2((-1)"" +1), P(Eno) =3 ((-1)"+1) et P(En1) = 2((—1)"" +1)

2
I'instant 0 le mobile est en O, a l'instant 1 en A ou B, a l'instant 2 le mobile revient en O, etc...

Ainsi, a tout instant pair, le mobile est en O et donc

(b) On a en particulier P(FEy,0) = 5 ((=1)*® +1) = 1. On aurait pu prévoir ce résultat car a

pour tout n € N, I'événement Ej, o est certain.

Systemes linéaires et continuité. M Leboucher



